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Einleitung

Zur Beurteilung wirtschaftswissenschaftlicher Aufgabenstellungen sind hdufig ma-
thematische Methoden notwendig oder zumindest hilfreich.

(A) Folgende typische Fragestellungen konnen mit Hilfe von Funktionen einer
Variablen beantwortet werden:

Zu bestimmen ist, bei welchen hergestellten und verkauften Mengen einer

Ware Verlust oder Gewinn erwirtschaftet wird.

Zu bestimmen ist eine Warenmenge oder ein Preis, bei dem Angebot und

Nachfrage iibereinstimmen.

Zu bestimmen ist diejenige Menge einer hergestellten und verkauften Wa-

re, bei der der Gewinn maximal ist.

Zu bestimmen ist diejenige regelmifBlige Bestellmenge einer Ware, die die

Gesamtkosten minimiert.

Zu bestimmen ist

— derjenige Umsatz, den Konsumenten nicht haben leisten miissen, ob-
wohl sie dazu bereit gewesen wiren,

— derjenige Umsatz, den Produzenten iiber den aufgrund ihres Angebots
erhofften Umsatz hinaus machen konnten.

Um wie viel veridndern sich die Herstellungskosten, wenn die hergestellte

Menge eines Produkts um eine Mengeneinheit steigt?

Um wie viele Prozentpunkte verdndert sich die Nachfrage nach einem

Gut, wenn der Preis um einen Prozentpunkt steigt?

(B) Folgende typische Fragestellungen konnen mit Hilfe von Funktionen mehre-
rer Variablen beantwortet werden:

Wie viel groBer ist der Nutzen beim Erwerb mehrerer Waren, wenn alle
Mengen verdoppelt werden?

Welche mathematische Beziehung herrscht zwischen zwei konsumierten
Mengen, wenn der Nutzen derselbe ist?

Bei welchen hergestellten und verkauften Mengen von zwei Produkten ist
der Gewinn maximal?

Beim Erwerb welcher Mengen mehrerer Waren ist der Nutzen maximal,
wenn man nur einen bestimmten Geldbetrag ausgeben kann?

Um wie viel verdndert sich der Gewinn aus zwei Produkten, wenn eine
der hergestellten Mengen um eine Mengeneinheit steigt?

Um wie viele Prozentpunkte verdndert sich die Nachfrage nach einem
Gut, wenn der Preis dieses Guts um einen Prozentpunkt steigt und der
eines konkurrierenden Guts gleich bleibt?

Um wie viele Prozentpunkte verdndert sich die Nachfrage nach einem
Gut, wenn der Preis dieses Guts gleich bleibt und der Preis eines konkur-
rierenden Guts um einen Prozentpunkt steigt?
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Folgende typische Fragestellungen konnen mit Hilfe linearer Algebra beant-

wortet werden:

e Welche Produktmengen konnen bei gegebenen Maschinenlaufzeiten her-
gestellt werden?

o Welche Maschinenlaufzeiten sind nétig, um bestimmte Produktmengen
herzustellen?

e Welcher Umsatz ergibt sich aus den Preisen und Verkaufsmengen mehre-
rer Waren?

e Bei welchen hergestellten Mengen ist der Deckungsbeitrag maximal unter
gegebenen Produktionsbedingungen?

e Wenn bekannt ist, zu welchen Anteilen hergestellte Produkte vom eigenen
Unternehmen verbraucht werden: Wie ergibt sich aus den hergestellten
Mengen, welche Mengen im Unternehmen verbraucht werden?

Welche Produktmengen konnen noch verkauft werden, wenn dieser Ei-
genverbrauch realisiert wird?

Welche hergestellten Mengen sind nétig, damit das Unternehmen be-
stimmte Mengen selbst verbrauchen kann?

Welche Mengen miissen hergestellt werden, um nach Abzug fiir den Ei-
genverbrauch im Unternehmen noch bestimmte Mengen fiir den Verkauf
tibrig zu haben?

Welche Rohstoffmengen sind notig, um gewiinschte Mengen an Endpro-
dukten herstellen zu konnen?



1  Grundlagen

1.1 Mengenlehre, Relationen, Abbildungen

1.1.1 Mengen

In einer Menge sind Objekte zusammengefasst, die Elemente der Menge genannt
werden.

Beispiel:
Mengen von Zahlen, Buchstaben, Dingen

Bemerkung:

Hiufig werden in der Mathematik Platzhalter fiir Objekte benutzt, wenn man aus-
driicken mochte, dass etwas »fiir alle Objekte« einer bestimmten Menge gilt. Als
solche Platzhalter eignen sich gut Buchstaben, da sie kurz sind. Dabei hat sich ein-
gebiirgert, Mengen mit Grof3buchstaben zu bezeichnen, wihrend fiir Objekte, die
in einer Menge liegen, hiufig Kleinbuchstaben genutzt werden.

Beispiel:

Die Menge der vier Kinder einer Familie wird M genannt.

Die Kinder heiflen Thomas, Anna, Max und Jule.

Dann ist also M die Menge, die aus Thomas, Anna, Max und Jule besteht.
Mathematisch notiert man das in der Form

M = {Thomas, Anna, Max, Jule}.

Die Mengenklammern { und } umrahmen alles, was zur Menge gehort.

Mochte man nun die beiden Midchen in einer neuen Menge N zusammenfassen,
soist N = {Anna, Jule}.

Diese kleinere Menge N ist genau derjenige Teil von M, der nur die Méddchen ent-
hilt. Mathematisch kann man das notieren in der Form

N = {Kinder k, die zu M gehoren | k ist ein Mddchen}. Hierbei steht der senk-
rechte Strich | fiir eine Einschrinkung.

Allgemeine mathematische Darstellung von Mengen:
M = {a|a hat diese Eigenschaft} steht fiir:
M ist die Menge der Objekte a, fiir die gilt: a hat diese Eigenschaft.

Beispiel:

M = {a|a studiert in K6In} ist die Menge der Studierenden in Koln.
a € M steht fiir: a ist Element der Menge M.

Schmitt € M bedeutet: Schmitt studiert in Koln.

Meier ¢ M bedeutet: Meier studiert nicht in Koln.
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Beziehungen zwischen Mengen:

Seien M und N zwei Mengen.

(a)

(b)

(©)

(d)

MCN

NDOM

MNN

M UN

bedeutet: M ist Teilmenge von N.

Das heifit, dass alle Elemente von M auch in N liegen.
Beispiel:

M = {Hunde}, N = {Tiere}

Jeder Hund ist ein Tier: M C N

Gleichbedeutend ist:
N umfasst M.

bedeutet: M umfasst N und N umfasst M.
Beispiel:

M = {Segelflugzeuge}

N = {gliders}

={x|xe Mundx € N}

= [ Durchschnitt | von M und N.

= Schnittmenge von M und N

Beispiel:

N = {Brotchen mit Butter}

M = {Brotchen mit Kise}

M N N = {Brotchen mit Butter Kise}

Der Durchschnitt zweier Mengen M und N besteht aus
den Elementen, die in M und in N liegen.

={x|x € Moderx € N}

~ [Verngung]son M und ¥

Beispiel:

N = {Brotchen mit Butter}

M = {Brotchen mit Kise}

M U N = {Brotchen mit Butter Kise}

Die Vereinigung zweier Mengen M und N besteht aus
den Elementen, die in M oder in N (oder in beiden)
liegen.
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(e) N\M ={xeN|x¢ M}
= Differenzmenge von N und M
= N aufler M
Beispiel:
N = {Brotchen mit Butter}
M = {Brotchen mit Kése}
N\M = {Brotchen mit Butter ohne Kise}

) MinN ist das Komplement von M in N.
Es besteht aus allen Elementen von N, die nicht in M
liegen.
Beispiel:
M = {Brotchen mit Kése}
InN: M =N\M
(g 0 ist das Symbol fiir die leere Menge:
Sie enthilt kein Element.
Beispiel:
N = {Studierende in K&In}
M = {Menschen}
N\M =90
(h) |N| ist die Kardinalzahl oder Mdchtigkeit von N.

Dies ist die Anzahl der Elemente von N.

1.1.2 Natiirliche, ganze, rationale und reelle Zahlen
Die Menge der natiirlichen Zahlen

N ={1,2,3,...}

= Menge der natiirlichen Zahlen
Die Menge Ny = {0, 1,2, 3, ... } enthilt zusitzlich die Zahl 0.

Eine Menge, die gleichmichtig zu einem Abschnitt {1,2,...,n} der Zahlenreihe
ist, heil3t endlich.

Beispiel:
A = {Kurt, Maria, Anton, Elisabeth}
|A] =4 istdie Anzahl der Elemente von A.
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Wenn eine Menge endlich ist und » Elemente enthilt, lassen sich ihre Elemente
mit den Nummern 1 bis n versehen (indizieren), so dass verschiedene Elemente
verschiedene Nummern erhalten und alle Nummern von 1 bis n benutzt werden.

Alternativ ist etwa eine Nummerierung mit den Indices 0, ..., n — 1 moglich.

Beispiel:
Kurt = a; Maria = a, Anton = a3 Elisabeth = a4
A ={ay,az,a3,a4}

Wenn man definiert
Kurt = by Maria = b; Anton = b, Elisabeth = b3,
gilt ebenso: A = {by, b1, ba, b3}.

Die Elemente einer endlichen Menge A der Michtigkeit |[A| = n kann man also
zum Beispiel mit ay, ..., a, oder etwa mit by, ..., b,—; bezeichnen:

A= {al,...,an}z {bO,---»bn—l}

Eine Menge, die der Reihe aller natiirlichen Zahlen gleichméchtig ist, heiflt abzdhl-
bar unendlich.

Eine abzihlbar unendliche Menge ldsst sich mit Nummern versehen, sodass jede
natiirliche Zahl genau ein Mal als Nummer benutzt wird. Die Zahlen n hei3en in
diesem Zusammenhang Indizes (Einzahl: Index).

Beispiel:

A= (2" en = @nen, = {1,2,4,8,16,...}

neN

Eine Menge heit abzihlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar unendlich ist.

Eine Summe von mehreren Zahlen aq, a,, ..., a; wird abkiirzend geschrie-
ben als Zﬁ:l an:
Das Summenzeichen ) ist ein groBes griechisches Sigma. Statt ay, a,, . .. schreibt

man das allgemeine Glied ay,.

Unter dem Summenzeichen wird notiert, wo man zu summieren beginnt:
Hier bein = 1.

Uber dem Summenzeichen wird notiert, wo die Summation aufhort:
Hier bein = k.

Beispiel:

Die Summe der ersten fiinf natiirlichen Zahlen betrigt
14+2434+445=Y7_,i=15

Die Summe der Quadrate der ersten fiinf natiirlichen Zahlen betragt Zle i2 = 55.
Man kann ebensogut die Zahlenfolge a; = i? definieren und diese Summe notieren

als 0, a;.



Mengenlehre, Relationen, Abbildungen 7

Die Menge der ganzen Zahlen

7Z = Menge der ganzen Zahlen

= Menge der natiirlichen Zahlen U {0} U Menge der Negativen natiirlicher
Zahlen
={..,—2,-1,0,1,2,...}

Die Menge der rationalen Zahlen

Q ={4la,beZ,b#0}

= Menge der rationalen Zahlen
= Menge der Briiche ganzer Zahlen
Die Menge der reellen Zahlen

Alle Zahlen, die sich nicht als Verhiltnis zweier ganzer Zahlen darstellen lassen,
heilen irrational. Die rationalen und irrationalen Zahlen gemeinsam ergeben die
Menge der reellen Zahlen:

R = Menge der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen kann als Zahlengerade dargestellt werden.

-3
f 2 TC
]

Illll Il

Intervalle

Ein Intervall ist ein Abschnitt auf der reellen Zahlengeraden.

Ein Intervall ist an einer seiner Grenzen abgeschlossen, wenn diese Grenze zum In-
tervall gehort; das driickt sich dadurch aus, dass alle Zahlen des Intervalls kleiner-
gleich beziehungsweise groergleich dieser Grenze sind. Ist ein Intervall an einer
seiner Grenzen offen, so heiflt das, dass diese Grenze nicht zum Intervall gehort;
das bedeutet, dass alle Zahlen des Intervalls kleiner beziehungsweise grofer als
diese Grenze sind.
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Je nach dem, welche Endpunkte zum Intervall gehoren, notiert man:

Abgeschlossenes Intervall: = [a, b] ={xeRla<x <b}
Linksoffenes Intervall: = la, b] ={xeRla<x <b}
Rechtsoffenes Intervall: = [a,b[ ={xeRla<x <b}
Offenes Intervall: = la, b[ ={xeRla<x <b}
Unendlich

Das Symbol fiir »plus unendlich« ist co.
—oo steht fiir »minus unendlich«.

-0 —— -2 -1 0 1 2 3 —

Beide sind keine reellen Zahlen, daher miissen Intervalle, die bis —oo oder +o00
reichen, dort offen sein:

Beispiel:

] — o0, 1] ist das Intervall von —oo bis 1, 1 ist eingeschlossen
] — o0, 1] ist das Intervall von —oo bis 1, 1 ist ausgeschlossen
[0, 00] ist das Intervall von 0 bis oo, 0 ist eingeschlossen

] —o00,00[=R ist die ganze Zahlengerade.

1.1.3 Relationen

Hiufig wird die Menge derjenigen reellen Zahlen gesucht, die einer bestimmten
Aussageform geniigen. Die Losungsmenge besteht aus denjenigen Zahlen, die die
Aussageform erfiillen. Solche zundchst unbekannten Zahlen werden gern x ge-
nannt. Man erhilt die Losungsmenge, indem man die Aussageform »nach x auf-
16st«.

Wie man eine Aussageform nach x auflosen kann, hiangt von der konkreten Aussa-
geform ab. Das allgemeine Prinzip ist, dass man von der Seite, auf der x steht, nach
und nach Terme auf die andere Seite bringt; dabei beginnt man gewissermalien weit
weg von x und nihert sich langsam der unbekannten Zahl x. Es gelten natiirlich alle
Rechenregeln wie etwa »Punktrechnung vor Strichrechnung« und Distributionsge-
setze.

Es ist iiblich, rechts seitlich der Aussageform hinter einem senkrechten Strich zu
notieren, welche Rechenoperation man als néchstes durchfiihrt.
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Beispiel:

Bestimmen Sie die Losungsmenge L der Aussageform x2 — 9 = 0.
Losung:

x2—-9 =0 |+ 9

x?2 =9 | + /oder — ./

X =43 oder

X =-3

L = {-3,3} ist die Losungsmenge.

Beim Auflosen nach x erhidlt man nur dann die exakte Losungsmenge, wenn die
Aussageform dquivalent umgeformt wird, d. h. wenn die hergeleiteten Aussagefor-
men gleichwertig sind.

Beispiel:
Zu einer Gleichung die Zahl 9 zu addieren, ist eine Aquivalenzumformung: Die
urspriingliche Gleichung gilt genau, wenn die neue Gleichung gilt.

Aus beiden Seiten einer Gleichung die positive Wurzel zu ziehen, ist keine Aquiva-
lenzumformung, denn das Quadrat des Negativen der Wurzel ergibt dasselbe Ergeb-
nis wie das Quadrat der positiven Wurzel. Zieht man aus einer Gleichung sowohl
die positive als auch die negative Wurzel, so erhélt man eine dquivalente Aussage-
form:

x2 ist gleich 9 genau, wenn x = +3 oder x = —3 ist.

Symbolschreibweise fiir Aussagen

Es seien A und B Aussagen.

A = B bedeutet: Aus A folgt B.

Beispiel: 4: x i.st grofier als 8 (x>8 = (x>3)
B: x ist groBer als 3

A < B bedeutet: Aus B folgt A.

Beispiel: A:x i.st klei.ner als 8 (x < 8) <« (x < 3)
B: x ist kleiner als 3

A & B bedeutet: A und B sind gleichwertig.

Beispiel:  A: x ist. kleiner als 3 (x <3) & (—x > —3)
B: —x ist grofer als —3
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1.1.4 Der Absolutbetrag

Fiir jede reelle Zahl x ist der Betrag |x| der positive Anteil von x.

Fiir jede nicht-negative Zahl a ist die Menge der Zahlen x mit |x| = a gerade
L = {-a,a}.

Fiir jede nicht-negative Zahl a ist die Menge der Zahlen x mit |x| < a gerade
L = {xeR|—a<x<a}=][-a,qd]

Fiir jede nicht-negative Zahl a ist die Menge der Zahlen x mit |x| > a gerade
L = {xeR|x>aoder —x >a} =R\]|—a,a[=] —oco0,—a] U [a, .

Fiir jede nicht-negative Zahl ¢ und jede Zahl b ist die Menge der Zahlen x mit
|x — b| < a gerade
L = {xeR|—a<x-b<a}=[-a+Db,a+Db]

Fiir jede nicht-negative Zahl a und jede Zahl b ist die Menge der Zahlen x mit
|x —b| > a gerade
L = {xeR|x—b=>aoder —(x —b) >a}

= R\|—a+b,a+b]

= Joo,—a+b]Ufa + b, 0.

1.2 Potenzrechnung, binomische Formeln

1.2.1 Potenzrechnung

Fira € Rundn € N ist a® =a-a----- a (n-mal)
Fiir a € R\{0} ist a® = 1; 0°istnicht definiert.
Fiir a € R\{0} gelten: at =1
- 1
a ™ = am
Fira > 0,m € N ist am = "fa

diejenige nicht-negative Zahl mit
()" =a

Firg = ;- € Q,

neN,meZ

mitm # Ounda € RYist a7 = "a?
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1.2.2 Binomische Formeln

Drei quadratische binomische Formeln
(a +b)? = a® + 2ab + b?
(a —b)? =a® —2ab + b?
(a+b)-(a—b)=a*-b?
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1.3 Ubungsaufgaben

Mengenlehre

Aufgabe 1.1
(a) Essei M die Menge aller Rektoren einer bestimmten Hochschule
Was ist |M |?

(b)  Ermitteln Sie folgende Mengen von Buchstaben:
{A,B,C,V}\{A,B,C,D,E}
{A,B,C,V}N{A,Y, Z}

{A,B,C,V}U{C, D}

Aufgabe 1.2

Seien M = {2,4,6,8,10}, N = {1,2,3,4,5}.
(a) Bestimmen Sie M U N.

(b) Bestimmen Sie M N N.

(c)  Ermitteln Sie N N M.

(d GiltM C N?

(e) Berechnen Sie |M|.

Natiirliche, rationale und reelle Zahlen

Aufgabe 1.3

Sie legen am Ende des ersten Monats 1 € zuriick.

Sie legen am Ende jedes weiteren Monats das Doppelte des Vormonats zuriick.
Notieren Sie das allgemeine Glied der entstehenden Zahlenfolge, wenn a, der am
Ende des n—ten Monats zuriickgelegte Betrag ist, und die ersten drei Folgeglieder.

Aufgabe 1.4
Notieren Sie das allgemeine Folgeglied folgender Folgen:
(@) 2,4,6,8,10,

(b) 1’3’ 5’7’ 9’

Aufgabe 1.5
Bestimmen Sie fiir die folgenden Zahlen, ob sie natiirlich, ganz, rational oder irra-
tional sind:

(a 8
(b -5
() 05
(d 0.6

Gesucht ist jeweils die kleinste Zahlenmenge, in der die Zahl liegt.
Kennen Sie irrationale Zahlen?
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Intervalle

Aufgabe 1.6
Konnen Sie fiir folgende Zahlen jeweils die kleinste und grofite Zahl nennen, die
darin liegt? (Es ist nicht immer moglich.)

(@ [0,5]

(b  [-2,4]
() ]2,10]
(@ [2,20]
(&) ]—o00,8]
) [8,00]
Relationen
Aufgabe 1.7

Gesucht sind die Losungsmengen folgender (Un-)Gleichungen:
(a 443-x<10

b)) —2<4-4.-x<12

© B+i=10

(d) 5-2=30

(e) =10

f) —2<6x—-5<4x-3

S

EYFSER
= |

Aufgabe 1.8
Gesucht ist die Losungsmenge L der Gleichung x% -8 =12.

Aufgabe 1.9
Gesucht ist die Losungsmenge L der Ungleichungskette
2x + 1> 4x > 5x - 2.

Der Absolutbetrag

Aufgabe 1.10
Bestimmen Sie

(@ [3]

®) |-75]

(©) {xeR|x| <3}

(d {x eR|x|> 3}

(e) {xeR|lx—4] <3}
)  {x eR|lx—4] >3}
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Potenzrechnung

Aufgabe 1.11

Formen Sie um und berechnen Sie:
(a) 32+5

(b) 35—2

) 573

(d) 42~3

(e) 33

Aufgabe 1.12

Notieren Sie als Dezimalzahl 5-1072 +4-10"! +3-10°+2-10' +1-102

Aufgabe 1.13
Vereinfachen Sie:
(a) x*-x?

(b) x*-x73

© %
4
@ =
(e) )CO'S . )C_O'3
0.8
® xx—0.3
Aufgabe 1.14

Losen Sie die Gleichung 4x~7> = 0.1.
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1.4 Ldosungen

Losung 1.1
(@) |M| = 1 ist die Anzahl der Elemente der Menge M aller Rektoren einer
bestimmten Hochschule.
(b) Buchstabenmengen:
{A,B,C,V}—{A,B,C,D,E} ={V}
{A,B,C.V}N{A, Y, Z} = {A}
{A,B,C,V}U{C,D}={A,B,C,D,V}

Losung 1.2

Gegebensind M = {2,4,6,8,10}und N = {1,2,3,4,5}

(a MUN ={1,2,3,4,5,6,8,10}

b) MNN={2,4}

0 NNM=MnNON ={2,4}.

(d) Esgiltnicht M C N, daes Elemente von M gibt, die nicht in N liegen, wie
zum Beispiel die Zahl 10.

) |M|=5.

Losung 1.3

Am Ende des ersten Monats wird 1 € zuriickgelegt, am Ende jeden weiteren Mo-
nats das Doppelte des Vormonats.

Sie erhalten eine unendliche Folge A = {a, }»en von Betrdgen 1,2,4,8,16,....
Sie nummerieren diese Folge durch:

a, =2"' fir n=1,2,...

ay = 1
ay; = 2
a3 = 4
Losung 1.4

(a) Das allgemeine Glied der Zahlenfolge 2, 4,6, 8, 10, ..., ista, = 2-n, wenn
n die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... durchliuft.

(b) Das allgemeine Glied der Zahlenfolge 1, 3,5,7,9, ..., die aus den ungeraden
Zahlen besteht, ist a, = 2-n — 1, wenn n die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ...
durchléuft.

Losung 1.5

(a) 8 ist natiirlich.

(b) —5istganz.

(c) 0.5istrational, denn 0.5 = %

(d) 0.6 ist auch rational, denn 0.6 =
Irrational sind zum Beispiel +/2, die Eu

[SSIS)

—_

er’sche Zahl e und 7.





