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GRUNDRISS

MASSEPUNKTE IN BEWEGUNG

Mechanische Systeme

Die Modelle der Mechanik griinden auf Idealisierungen. Unsere all-
tagliche Welt, voller Storeffekte und kaum mathematisch elegant
modellierbarer Phanomene wird von ihnen nicht eingefangen. Um
zu sehen,warum und wieweit die Modelle diesen Phanomenen trotz-
dem angemessen sind, werden die Storeffekte in Laborsystemen aus-
gefiltert. Doch ein Laborsystem kann nie am Anfang der Untersu-
chung stehen. Zuerst miissen die moglichen Stéreffekte Giberhaupt
als solche konzeptualisiert werden. Die Galilei'sche Aussage beispiels-
weise, dass alle Kdrper unabhangig von ihrer Masse im Schwerefeld
gleich schnell fallen, ist ein solches Absehen von »stérenden« Gege-
benheiten der Alltagswelt. Lasst man einen leichten und einen
schweren Korper aus gleicher Hohe fallen, so wird das gewiinschte
Ergebnis im Allgemeinen nicht erzielt werden: Die fundamentale
Aussage Uber den freien Fall Idsst sich somit nicht aus der »Erfah-
rung« ableiten. Man denke nur an das Standardbeispiel von Feder
und Stein, die gleich schnell fallen sollen. Sind Storeffekte aber erst
einmal ausgemacht, lassen sich Laborbedingungen ersinnen, die auf
experimentelle Evidenzen fiihren kdnnen. Galileis |dee, zwei gleich-
grolRe Stiicke aus verschieden schwerem Material anzufertigen, ist
ein Verfahren zur Ausfilterung von Storeffekten. Die Erzeugung eines
Vakuums, also die Entfernung des Luftwiderstandes, ist ein anderes.

Ein weitgehend stérungsfreies System ist das der himmlischen
Spharen, also der Fixsterne und Planeten. Entsprechend entwickelt
sich auch die Astronomie zur ersten Leitwissenschaft, in der auf Geo-
metrie und Arithmetik basierende Modelle von Anfang an beherr-
schend sind. Die Forderung nach Spharen und Kreisbahnen, auf de-
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nen die Planetenbewegung erfolgen soll, stammt weniger aus der
Beobachtung, als vielmehr aus der pythagordischen Idealvorstellung
vom Kreis als optimaler Flachenform und der Sphare als optimalem
Korper. Darliber hinaus erfordern die komplizierten Ricklaufigkeiten
und Stillstande, die man bei der Planetenbewegung beobachtet, ei-
ne Aussage (iber Rotationen des Gesamtsystems: Beispielsweise die
Behauptung, die Erde ruhe in der Mitte des Universums und alle an-
deren Koérper umkreisten sie.

Auch der Gegenstandsbereich der Astronomie ist mechanisch. So
war es die groRe Leistung Newtons, die Systeme der irdischen Me-
chanik, die Galilei (Fallbewegung) und Huyghens (Pendelbewegung)
bereits beschrieben hatten, mit denen der Himmelsmechanik - wie
durch Kepler beschrieben - in einem einheitlichen formalen Zugang
zu vereinigen. Moglich wurde das durch seinen Krafteansatz: Die
Newton’sche Mechanik setzt die Bewegungsanderung den auf den
Korper wirkenden Kraften gleich. Damit kann eine Bewegung genau
dann beschrieben werden, wenn alle in einem System wirkenden
Krdfte bekannt sind, das heit angegeben werden kénnen. Die L6-
sung der Newton'schen Kraftgleichung ist dann die so genannte Be-
wegungsgleichung. Diese beschreibt die Bewegung von Massen in
Raum und Zeit. Von besonderem Interesse sind dabei die Krafte, die
auf jede Masse wirken: Tragheitskraft und Gravitation.

Mathematische Beschreibung

In mechanischen Systemen wird die Wirkung von Kraften auf Objek-
te betrachtet, die eine bestimmte Masse m besitzen. Haufig werden
diese Objekte als Massepunkte beschrieben. Ein Massepunkt ist ein
Korper, dessen Ausmafle und Feinstruktur man bei der Beschreibung
seiner Bewegung vernachldssigen kann. Man sieht also von Form,
GroRe und Drehbewegung des Korpers ab und betrachtet nur seine
Bewegung im Raum. Ein Planet kann beispielsweise dann, wenn es
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darum geht, seine Bewegung um die Sonne zu beschreiben, als Mas-
sepunkt verstanden werden; will man seine Eigenrotation beschrei-
ben, so geniigt das nicht. Das Ziel der Untersuchung mechanischer
Systeme ist die Aufstellung der so genannten Bewegungsgleichung.
Die Bewegungsgleichung beschreibt die Bewegung des Systems
vollstdndig, das heit alle Informationen iber die Bewegung der
Massen sind in ihr enthalten. Im Aligemeinen gewinnt man die Be-
wegungsgleichung, indem man ein System von Differentialglei-
chungeh 16st.

Die Aufstellung der Differentialgleichung erfordert eine vollstandi-
ge Analyse des mechanischen Systems, die einher geht mit einer
mathematischen Beschreibung. Das mechanische System wird kons-
tituiert durch die Kérper, die auf diese wirkende Kréfte und die Eigen-
schaften des Raumes. Die Beschreibung der Lage eines Massepunk-
tes im Raume erfolgt durch seinen Radiusvektor r. Der Raum selbst
wird durch ein Koordinatensystem beschrieben. In der Newton’schen
Mechanik verwendet man meist das fiir die Euklidische Geometrie
geeignete cartesische Koordinatensystem. Wir werden bald sehen,
dass es Vorteile bringt, die Systemgeometrie bei der Koordinaten-
wahl zu beriicksichtigen. Im cartesischen Koordinatensystem ist der
Radiusvektor r die gerichtete GréRe mit den Komponenten x, y und
z,die den Koordinatenursprung (Nullpunkt) mit der Position des Kor-
pers oder Punktes P verbindet.

Im Verlaufe der Bewegung wird P unterschiedliche Orte im Raum
einnehmen, so dass eine Bahn des Punktes P entsteht.

Der Punkt P hat also zu jedem Zeitpunkt im Bewegungsverlauf an-
dere Koordinaten, und die Koordinaten x, y und z sind entsprechend
Funktionen der Zeit t. Auf diese Weise ist der Ortsvektor r abhangig
von der Zeit, also:

r=r(t) = (x(t) y(t) 2(t))

Die Bewegungsgleichungist alsodiejenige Gleichung, die eine Punkt-
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X X X

Abbildung 1: Der Radiusvektor rund sei-  Abbildung 2: Die Bahn (Trajektorie) ei-
ne Komponenten im cartesischen Koor-  nes Massepunktes im dreidimensiona-
dinatensystem len cartesischen Koordinatensystem

position im Koordinaten-Raum in Abhdngigkeit von der Zeit t be-
schreibt.

Sehen wir uns das konkret an einem Beispiel aus der Alltagswelt
an: Betrachten wir einen Zug, der von Frankfurt nach Hamburg fahrt,
sagen wir er halt nur in Fulda, Kassel, Gottingen und Hannover. Den
Zug auf seinem Gleis beschreiben wir abstrakt als Massepunkt. Er ist
zwar ausgedehnt, vielleicht sogar ziemlich lang, kann aber als starrer
Korper betrachtet werden.Dann haben alle Punkte, aus denen er sich
zusammensetzt, wahrend der Reise immer denselben Abstand von-
einander. Das ist natiirlich eine Naherung. Der Zug hat ja Gelenke
und es treten beispielsweise Erschiitterungen und Materialspannun-
gen auf, aber flir unsere Betrachtung sehen wir ihn einfach als Punkt
an, eben als den Massepunkt. Die Strecke Frankfurt — Hamburg legt
er auf den Gleisen der Bahntrasse zurtick. Diese kdnnen wir als ein-
dimensionale Kurve abstrakt beschreiben. Der Zug muss den Gleisen
folgen und er durchlduft jeden Punkt darauf. Somit kann fiir jeden
beliebigen Zeitpunkt t der Reise ein Punkt x auf der Strecke ge-
funden werden. Betrachten wir das fiir die Haltestellen und nehmen
wir an, der Zug fahrt um 10.00 Uhr in Frankfurt los:
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Frankfurt (M)  10.00

Fulda 10.50
Kassel 11.55

Géttingen 12.25
Hannover 13.05
Hamburg 13.30

Es liegt also eine eindeutige Zuordnung von Raum und Zeitpunkten
vor, die man in diesem Fall >Fahrplan«< nennt. Im Prinzip kann man je-
dem Streckenpunkt einen Zeitpunkt zuordnen, weil eben jeder der
Punkte auf der Strecke durchlaufen wird. Der Ort x ist dann eine
Funktion der Zeit t, also x(t) =f{(t). Wie die Kurve f aussieht, kann man
im Allgemeinen nicht sagen. Man kann sie jedoch empirisch bestim-
men, indem man misst und die Messpunkte verbindet. Die Verbin-
dung ist bei den Systemen der klassischen Mechanik dadurch ge-
rechtfertigt, dass man die obige Annahme machen kann, ndmlich,
dass jeder der Punkte auf der Strecke durchlaufen wird. Man erhalt
eine dhnliche Kurve wie in Abbildung 3.

Leider ist hier die exakte mathematische Form der Kurve nicht be-
kannt, man verfugt also Uber keinen algebraischen Ausdruck fir f.
Mit dem Fahrplan oder der Graphik in Abbildung 3 liegt praktisch ei-
ne Form der Bewegungsgleichung vor, jedoch eben nicht in algebra-
ischer Form. Ist das ein Problem? Nun, das kommt auf die Aufgaben-
stellung an. Wenn ich in den Zug zusteigen mochte und habe den
Fahrplan, der mir sagt, dass Gottingen um 12.25 Uhr erreicht ist, so
kann ich mit dieser Information das Zusteigeproblem 18sen. Ich bin
einfach rechtzeitig in G6ttingen am Bahnhof. Stellt sich aber eine
andere Frage, zum Beispiel: sWie schnell ist der Zug zwischen Go6t-
tingen und Hamburg?«, so sieht es schon anders aus. Man kann zwar
rechnen, hat aber zu wenig Informationen. Bestimmen kann man
jedoch die Differenzen der Orts- und Zeitwerte, also x(HH)-x(GO)
fur die zurlickgelegte Strecke und t(HH)-t(GO) fur die vergangene
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Abbildung 3: Raum-Zeit-Diagramm der  Abbildung 4: Raum-Zeit-Diagramm ei-
Zugbewegung nes frei fallenden Korpers

Zeit. Man kann nun die Werte fiir die Entfernung in km einsetzen
und fir die Zeit in Stunden. Bildet man nun den Quotienten, so er-
hdlt man die Durchschnittsgeschwindigkeit in km/h.Wéhlt man ent-
sprechende Einheiten, so ldsst sich die Durchschnittsgeschwindig-
keit auch in Metern pro Sekunde (m/s) angeben. Will man nun aber
die Geschwindigkeit zu einem beliebigen Zeitpunkt t wissen, so kann
man sie nicht direkt rechnerisch angeben. Die Graphik in Abbildung
3 er6ffnet jedoch einen Weg. Zeichnet man im Punkt (x(t),t) eine Tan-
gente an die Kurve, so kann man aus ihrer Steigung die Geschwin-
digkeit ermitteln. Die Kurve stellt die Ortsveranderung in Abhdngig-
keit von der Zeit dar, ist also ein r-t-Diagramm — wobei 7 in unserem
Beispiel nur die Komponente x hat, also gewissermalen ein eindi-
mensionaler Vektor ist. Steigt die Kurve steil, so erfolgt in kurzer Zeit
eine deutliche Ortsveranderung: Der beschriebene Punkt bewegt
sich mit hoher Geschwindigkeit; steigt die Kurve nur schwach, so
erfolgt die Bewegung langsam. Bei parallel zur t-Achse verlaufender
Kurve ist die Steigung null, also auch die Geschwindigkeit: Der Mas-
sepunkt ist in Ruhe. Die Verbindungen der Messpunkte sind jedoch
Extrapolationen: Es wurde gar nicht jeder Punkt gemessen, die Kurve
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ist einfach so durchgezogen worden und somit sind auch all diese
abgelesenen Geschwindigkeiten nicht exakt, verldsslich ist allein die
Durchschnittsgeschwindigkeit. Die Konzeption der klassischen Me-
chanik erlaubt es jedoch, jedem Punkt im Bewegungsverlauf eine ex-
akte Geschwindigkeit zuzuordnen, wenn man die Bewegungsglei-
chung kennt und somit einen algebraischen Ausdruck fur das f in
der Gleichung x =f{t) besitzt. Wie kommt das?

Betrachten wir eine andere Art von Bewegung, die nicht so kom-
pliziert erfolgt wie die des Zuges: den freien Fall. Hier kénnen auch
wieder die gleichen Koordinaten zur Beschreibung der Bewegung
benutzt werden. Es sei ein Ball, der auf den Boden fillt. Dann ist t die
Zeit, die seit seinem Start vergangen ist und x die zurlickgelegte
Strecke. Der Einfachheit halber werde t in Sekunden gemessen und
x in Metern. Das Messintervall sei eine Sekunde und man erhalt bei-
spielsweise:

tin Sekunden  x in Metern

0 0

1 8

2 32
3 72
4 128
5 200

Tragt man nun diese Werte in analoger Weise wieder in eine Graphik
ein, so erhdlt man Abbildung 4. Seit Galilei wissen wir, was das fir
eine Kurve ist. Der freie Fall wird durch eine Parabel beschrieben. Wie
kann man das wissen? Nun: Mit geiibtem Auge sieht man es Abbil-
dung 4 an. Kdnnte es aber nicht ein deformierter Kreis sein, also ein
Ellipsensegment? Man kann auch die Tabelle benutzen und die Ge-
setzmaRigkeit daraus ableiten. Also wieder: x muss eine Funktion
der Zeit sein, x=£{t). Machen wir den Parabelansatz f(t) = kt? und ver-
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wenden die Tabelle zur Bestimmung der Konstanten k:

tin Sekunden t* k X in Metern
0 0 - 0

1 1 8 8

2 4 8 32

3 9 8 72

4 16 8 128

5 25 8 200

Tatsachlich: Fir jeden Wert von t bildet man das Quadrat t? und teilt
die Zahl x(t) durch das Quadrat und erhalt immer 8. Die Konstante
ist also k=8. Das wird manchmal als Methode der Induktion bezeich-
net, was allerdings falsch ist, man weif3 ja schon vorher, dass die Ab-
hangigkeit mit t* geht. Woher man das wei, bleibt also noch unklar;
man kann es erraten. Wenn wir iiber den Newton’schen Formalismus
verfligen, werden wir sehen, dass dieses Gesetz sich aus der auf den
fallenden Korper wirkenden Kraft ergibt. Das Galilei'sche Fallgesetz
folgt dann aus den Newton’schen Gleichungen, wenn man die auf
den Massepunkt m wirkende Kraft im Schwerefeld der Erde durch
die Erdbeschleunigung g ausdriickt. Aber das benétigen wir fiir das
Argument hier nicht, uns geniigt zunidchst einmal x(t)=8t* als Er-
gebnis. Fur diese Bewegung kennen wir also das f{t): Es ist fit)= 8 t%.

Was hilft das nun zur Ermittlung der Geschwindigkeit? Zwar ken-
nen wir die Durchschnittsgeschwindigkeit, aber auf die Frage nach
der genauen Geschwindigkeit zu jedem Punkt bleibt der Fahrplan die
Antwort schuldig. Wie erhdlt man also eine Zuordnung eines Ge-
schwindigkeitswertes flr jeden Zeitpunkt? Bezeichnet man die
Geschwindigkeit mit v, so ist also eine Zuordnung v(t)=f'(t) gesucht
- die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit. Nehmen wir die zwei
Ortspunkte x(H) und x(HH), also Hannover und Hamburg, und zwei
Zeitpunkte t(H) und t(HH), die die zeitliche Koordinate an diesen

n
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Ortspunkten liefern. Die Differenzen durcheinander geteilt hatten
die Durchschnittsgeschwindigkeit geliefert. Als Abkiirzung fiir die
Differenzen kann man Ax=x(HH)-x(H) und At=t(HH)-t(H) schrei-
ben. Die Geschwindigkeit v ist dann der Quotient v=Ax/At. Zur
Ermittlung der Geschwindigkeit in einem einzelnen Punkt der Strecke
muss man die Differenzen in diesem Ausdruck kleiner und kleiner
werden lassen. Das nennt man in der Mathematik einen Grenzpro-
zess und den durchlduft man in der Weise, dass die Differenzen
schlieRlich beliebig klein sind. Der Punkt von Interesse ist sozusagen
auf der kontinuierlichen Strecke der mathematischen Kurve einge-
kreist. Man kann schreiben

_ lim DX
v=lim A% .

Damit hat man auch gleich mehr tber die Bewegung herausgefun-
den, namlich, dass die Ortsveranderung Ax eines bewegten Punktes
gleich dessen Geschwindigkeit mal der Zeitveranderung, also v At
ist. Das gilt naturlich nur, wenn die Geschwindigkeit sich im Zeit-
raum At nicht verandert, was wiederum nur dann der Fall ist, wenn
At zu klein ist, um eine solche Veranderung zuzulassen, also wenn es
im eben beschriebenen mathematischen Grenziibergang tatsach-
lich gegen Null geht. In der Physik schreibt man fiir diese GroRen
dx=vdt.dx und dt sind die Infinitesimale der Infinitesimalrechnung,
die von Newton und Leibniz zur Beschreibung von Bewegungsvor-
gangen entwickelt wurde. Es sind dies die beliebig kleinen GroRen,
fir die erst eine mathematische Behandlungsweise entwickelt wer-
den musste.

Dieses Beschreibungsverfahren hilft Gber ein uraltes Problem der
Naturphilosophie hinweg, namlich liber die Frage, wie es tiberhaupt
zu Bewegung kommen kann.

Das Problem von Ruhe und Bewegung ist nicht trivial. Ein beweg-
tes Objekt durchlduft eine Bahn und diese soll mathematisch be-
schrieben werden. Fasst man diese Bahn als mathematische Kurve
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auf, handelt man sich das Kontinuumsproblem ein. Stellen wir uns
eine Kugel vor, die auf einem Billiardtisch rollt, die Bahn sei eine
gerade Strecke. Wie beschreibt man nun die Bewegung? Zum Zeit-
punkt t, soll die Kugel angestoBen werden und dann durchlauft sie
die Bahnpunkte. Dass das nicht so einfach ist, hat man schon in der
antiken Diskussion der Bewegung herausgefunden: Wie schafft die
Kugel es, von einem Punkt zum anderen zu kommen? Die Frage ist
deshalb schwierig, weil die mathematische Vorstellung von einer
solchen Strecke davon ausgeht, dass sie sich aus Punkten zusam-
mensetzt und zwar aus unendlich vielen Punkten. Sucht man sich
also auf der Bahnstrecke zwei beliebige Punkte aus und sieht sich an,
wie die Kugel vom einen zum anderen kommt, so stellt man fest,
dass zwischen diesen beliebigen Punkten eben unendlich viele an-
dere liegen, die auch durchlaufen werden missen. Die griechischen
Naturphilosophen nahmen solche mathematischen Probleme sehr
ernst. Einige von ihnen, die Eleaten, leugneten deshalb sogar jede
Bewegung: Die wahre, ndmlich mathematisch verfasste Welt war
frei von allen Veranderungen. Zeno von Elea formulierte eine Reihe
von beriihmten Teilungs- und Bewegungsparadoxien, die das Konti-
nuumsproblem auf konkrete Probleme der physikalischen Welt tiber-
trugen.

Ein Argument richtete sich gegen den Atomismus: Ist jede Strecke
unendlich oft teilbar, muss das auch mit realen Kérpern moglich
sein, sofern man keinen Grund angeben kann, warum man an einem
bestimmten Punkt mit dem Teilen aufhdren muss. Bekannter ist Ze-
nos paradoxer Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkrote: Achil-
les lauft 100-mal schneller als die Schildkrote, deshalb erhalt die
Schildkréte einen Vorsprung von 100 Metern. Hat Achilles die ersten
100 Meter hinter sich, ist die Schildkréte nur einen Meter vorange-
kommen, hat also diesen einen Meter Vorsprung vor Achilles. Nun
lauft Achilles diesen Meter — und die Schildkréte liegt einen Zenti-
meter vor ihm. Ist Achilles den Zentimeter gelaufen, ist die Schilkro-
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