
Table of Contents

1. Preparatory Material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Basic Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Markov Process and Strong Markov Property . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Construction of Brownian Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Harmonic Function and Poisson Kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Exit Time and Place . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.6 Dirichlet Boundary Value Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Appendix to Chapter 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Notes on Chapter 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2. Killed Brownian Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1 Feller Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Transition Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.3 Green Potential and Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4 Compactness and Spectrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.5 Laplacian as Generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Notes on Chapter 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3. Schrödinger Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.1 The Schrödinger Equation and Class J . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.2 Semigroup with Multiplicative Functional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3 Potential Operator and its Inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.4 Schrödinger Infinitesimal Generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
Notes on Chapter 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4. Stopped Feynman–Kac Functional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.1 Harnack Inequality and Gauge Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.2 Properties of GDq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.3 Fundamental Properties of the Gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.4 Dirichlet Boundary Value Problem for the Schrödinger Equation . 114
4.5 Representation Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.6 Equivalence Theorem for Gaugeability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
Notes on Chapter 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128



XII Table of Contents

5. Conditional Brownian Motion and Conditional Gauge . . . . . . . . . . . . 131
5.1 Conditional Brownian Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
5.2 Life in a Lipschitz Domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.3 Conditional Gauge for a Small Ball . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
5.4 General Gauge Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.5 Continuity of Weak Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
5.6 New Approach to the Gauge Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
Notes on Chapter 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

6. Green Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
6.1 Basic Properties of the q-Green Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
6.2 Inequalites for Green Functions in a Lipschitz Domain

in Rd (d ≥ 3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
6.3 Inequalities for Green Functions in a Jordan Domain in R2 . . . . . . 175
Notes on Chapter 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

7. Conditional Gauge and q-Green Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
7.1 Conditional Gauge Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
7.2 Approximation and Continuity of the Conditional Gauge . . . . . . . . 197
7.3 Extended Conditional Gauge Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
7.4 Representation of the Conditional Gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
Notes on Chapter 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

8. Various Related Developments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
8.1 Variation of Gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
8.2 Variation of the Principal Eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
8.3 Principal Eigenfunction and Sharp Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
8.4 Boundary Harnack Principle and Application . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
8.5 Schrödinger Equation in the Classical Setting . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
8.6 Dirichlet Problem and Truncated Gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
Notes on Chapter 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

9. The Case of One Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
9.1 Fundamental Expectations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
9.2 Gauge for a Finite or Infinite Interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
9.3 Special Cases and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
9.4 Local Time and Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
9.5 Derivatives and Neumann’s Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
Notes on Chapter 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285


