
Contents

1 Stability of Two Rubber Balloons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Kinetic Theory of Rubber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1 Rubber Elasticity is “Entropy Induced” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Entropy of a Rubber Molecule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3 The Rubber Molecule with Arbitrarily Oriented Links . . . . . . . 12
2.4 Entropy and Disorder, Entropic Elasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.5 Entropy of a Rubber Bar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6 Uniaxial Force-Stretch Curve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.7 Biaxial Loading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.8 Application to a Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.9 Criticism of the Kinetic Theory of Rubber . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Non-linear Elasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.1 Deformation Gradient and Stress-Stretch Relation . . . . . . . . . . 21
3.2 Material Symmetry and Isotropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 Material Objectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4 Representation of an Isotropic Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.5 Incompressibility. Mooney-Rivlin Material . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.6 Biaxial Stretching of a Mooney-Rivlin Membrane . . . . . . . . . . . 27
3.7 Free Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.8 Rubber Balloon with the Mooney-Rivlin Equation . . . . . . . . . . 28
3.9 Surface Tension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.10 Cylindrical Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.11 Treloar’s Biaxial Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4 Biaxial Stretching of a Rubber Membrane – A Paradigm
of Stability, Symmetry-Breaking, and Hysteresis . . . . . . . . . . 35
4.1 Load-Deformation Relations

of a Biaxially Loaded Mooney-Rivlin Membrane . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Deformation of a Square Membrane

Under Symmetric Loading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3 Stability Criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.4 Minimal Free Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.5 Free Enthalpy, Gibbs Free Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Verwendete Distiller 5.0.x Joboptions
Dieser Report wurde automatisch mit Hilfe der Adobe Acrobat Distiller Erweiterung "Distiller Secrets v1.0.5" der IMPRESSED GmbH erstellt.
Sie koennen diese Startup-Datei für die Distiller Versionen 4.0.5 und 5.0.x kostenlos unter http://www.impressed.de herunterladen.

ALLGEMEIN ----------------------------------------
Dateioptionen:
     Kompatibilität: PDF 1.3
     Für schnelle Web-Anzeige optimieren: Nein
     Piktogramme einbetten: Nein
     Seiten automatisch drehen: Nein
     Seiten von: 1
     Seiten bis: Alle Seiten
     Bund: Links
     Auflösung: [ 2400 2400 ] dpi
     Papierformat: [ 595.276 841.889 ] Punkt

KOMPRIMIERUNG ----------------------------------------
Farbbilder:
     Downsampling: Ja
     Berechnungsmethode: Bikubische Neuberechnung
     Downsample-Auflösung: 300 dpi
     Downsampling für Bilder über: 450 dpi
     Komprimieren: Ja
     Automatische Bestimmung der Komprimierungsart: Ja
     JPEG-Qualität: Maximal
     Bitanzahl pro Pixel: Wie Original Bit
Graustufenbilder:
     Downsampling: Ja
     Berechnungsmethode: Bikubische Neuberechnung
     Downsample-Auflösung: 300 dpi
     Downsampling für Bilder über: 450 dpi
     Komprimieren: Ja
     Automatische Bestimmung der Komprimierungsart: Ja
     JPEG-Qualität: Maximal
     Bitanzahl pro Pixel: Wie Original Bit
Schwarzweiß-Bilder:
     Downsampling: Ja
     Berechnungsmethode: Bikubische Neuberechnung
     Downsample-Auflösung: 2400 dpi
     Downsampling für Bilder über: 3600 dpi
     Komprimieren: Ja
     Komprimierungsart: CCITT
     CCITT-Gruppe: 4
     Graustufen glätten: Nein

     Text und Vektorgrafiken komprimieren: Ja

SCHRIFTEN ----------------------------------------
     Alle Schriften einbetten: Ja
     Untergruppen aller eingebetteten Schriften: Nein
     Wenn Einbetten fehlschlägt: Abbrechen
Einbetten:
     Immer einbetten: [ /Courier-BoldOblique /Helvetica-BoldOblique /Courier /Helvetica-Bold /Times-Bold /Courier-Bold /Helvetica /Times-BoldItalic /Times-Roman /ZapfDingbats /SMinionPlus-Regular /Times-Italic /Helvetica-Oblique /Courier-Oblique /Symbol ]
     Nie einbetten: [ ]

FARBE(N) ----------------------------------------
Farbmanagement:
     Farbumrechnungsmethode: Farbe nicht ändern
     Methode: Standard
Geräteabhängige Daten:
     Einstellungen für Überdrucken beibehalten: Ja
     Unterfarbreduktion und Schwarzaufbau beibehalten: Ja
     Transferfunktionen: Anwenden
     Rastereinstellungen beibehalten: Ja

ERWEITERT ----------------------------------------
Optionen:
     Prolog/Epilog verwenden: Nein
     PostScript-Datei darf Einstellungen überschreiben: Ja
     Level 2 copypage-Semantik beibehalten: Ja
     Portable Job Ticket in PDF-Datei speichern: Nein
     Illustrator-Überdruckmodus: Ja
     Farbverläufe zu weichen Nuancen konvertieren: Ja
     ASCII-Format: Nein
Document Structuring Conventions (DSC):
     DSC-Kommentare verarbeiten: Ja
     DSC-Warnungen protokollieren: Nein
     Für EPS-Dateien Seitengröße ändern und Grafiken zentrieren: Ja
     EPS-Info von DSC beibehalten: Ja
     OPI-Kommentare beibehalten: Nein
     Dokumentinfo von DSC beibehalten: Ja

ANDERE ----------------------------------------
     Distiller-Kern Version: 5000
     ZIP-Komprimierung verwenden: Ja
     Optimierungen deaktivieren: Nein
     Bildspeicher: 524288 Byte
     Farbbilder glätten: Nein
     Graustufenbilder glätten: Nein
     Bilder (< 257 Farben) in indizierten Farbraum konvertieren: Ja
     sRGB ICC-Profil: sRGB IEC61966-2.1

ENDE DES REPORTS ----------------------------------------

IMPRESSED GmbH
Bahrenfelder Chaussee 49
22761 Hamburg, Germany
Tel. +49 40 897189-0
Fax +49 40 897189-71
Email: info@impressed.de
Web: www.impressed.de

Adobe Acrobat Distiller 5.0.x Joboption Datei
<<
     /ColorSettingsFile ()
     /AntiAliasMonoImages false
     /CannotEmbedFontPolicy /Error
     /ParseDSCComments true
     /DoThumbnails false
     /CompressPages true
     /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
     /MaxSubsetPct 100
     /EncodeColorImages true
     /GrayImageFilter /DCTEncode
     /Optimize false
     /ParseDSCCommentsForDocInfo true
     /EmitDSCWarnings false
     /CalGrayProfile ()
     /NeverEmbed [ ]
     /GrayImageDownsampleThreshold 1.5
     /UsePrologue false
     /GrayImageDict << /QFactor 0.9 /Blend 1 /HSamples [ 2 1 1 2 ] /VSamples [ 2 1 1 2 ] >>
     /AutoFilterColorImages true
     /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
     /ColorImageDepth -1
     /PreserveOverprintSettings true
     /AutoRotatePages /None
     /UCRandBGInfo /Preserve
     /EmbedAllFonts true
     /CompatibilityLevel 1.3
     /StartPage 1
     /AntiAliasColorImages false
     /CreateJobTicket false
     /ConvertImagesToIndexed true
     /ColorImageDownsampleType /Bicubic
     /ColorImageDownsampleThreshold 1.5
     /MonoImageDownsampleType /Bicubic
     /DetectBlends true
     /GrayImageDownsampleType /Bicubic
     /PreserveEPSInfo true
     /GrayACSImageDict << /VSamples [ 1 1 1 1 ] /QFactor 0.15 /Blend 1 /HSamples [ 1 1 1 1 ] /ColorTransform 1 >>
     /ColorACSImageDict << /VSamples [ 1 1 1 1 ] /QFactor 0.15 /Blend 1 /HSamples [ 1 1 1 1 ] /ColorTransform 1 >>
     /PreserveCopyPage true
     /EncodeMonoImages true
     /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
     /PreserveOPIComments false
     /AntiAliasGrayImages false
     /GrayImageDepth -1
     /ColorImageResolution 300
     /EndPage -1
     /AutoPositionEPSFiles true
     /MonoImageDepth -1
     /TransferFunctionInfo /Apply
     /EncodeGrayImages true
     /DownsampleGrayImages true
     /DownsampleMonoImages true
     /DownsampleColorImages true
     /MonoImageDownsampleThreshold 1.5
     /MonoImageDict << /K -1 >>
     /Binding /Left
     /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated (SWOP) v2)
     /MonoImageResolution 2400
     /AutoFilterGrayImages true
     /AlwaysEmbed [ /Courier-BoldOblique /Helvetica-BoldOblique /Courier /Helvetica-Bold /Times-Bold /Courier-Bold /Helvetica /Times-BoldItalic /Times-Roman /ZapfDingbats /SMinionPlus-Regular /Times-Italic /Helvetica-Oblique /Courier-Oblique /Symbol ]
     /ImageMemory 524288
     /SubsetFonts false
     /DefaultRenderingIntent /Default
     /OPM 1
     /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
     /GrayImageResolution 300
     /ColorImageFilter /DCTEncode
     /PreserveHalftoneInfo true
     /ColorImageDict << /QFactor 0.9 /Blend 1 /HSamples [ 2 1 1 2 ] /VSamples [ 2 1 1 2 ] >>
     /ASCII85EncodePages false
     /LockDistillerParams false
>> setdistillerparams
<<
     /PageSize [ 595.276 841.890 ]
     /HWResolution [ 2400 2400 ]
>> setpagedevice



VI Contents

4.6 Symmetry Breaking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.7 Hysteresis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.8 Non-monotone Force-Stretch Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.9 Hysteresis and Breakthrough. Dissipation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.10 A Three-Dimensional View . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.11 Comparison with Treloar’s Dead Loading Experiment . . . . . . . 48
4.12 Experimental Evidence for Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 Stability of a Single Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.1 Pressure-Radius Characteristic

and Filling-Radius Characteristic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Pressure-Filling Curve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.3 Free Energy-Radius Relation of the Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.4 Stability and Non-monotonicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
5.5 Suggestive Stability Criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.6 A Hydrostatic Device for Controlling the Inflation

of a Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6 Stepwise Inflation of a Balloon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
6.1 Stages of One Stroke of Inflation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
6.2 Partial Equilibria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
6.3 Stepwise Inflation for a Stiff Spring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
6.4 Stepwise Inflation for a Soft Spring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
6.5 Dissipation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.6 Minima of Available Free Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7 Two Balloons – Revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.1 Equilibria in the (r1,r2)-Diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.2 Investigation of Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.3 Energy Landscape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7.4 Simultaneous Inflation-Deflation Experiment. Hysteresis . . . . . 76

8 Many Balloons – The Emergence
of a Pseudoelastic Hysteresis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
8.1 Simultaneous Inflation of Four Balloons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
8.2 Ten Balloons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
8.3 Many Balloons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
8.4 Phase Transition and Pseudoelasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

9 Stability of the Spherical Shape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
9.1 Rotational But Not Spherical Symmetry? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
9.2 A Modicum of Surface Geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
9.3 Balance of Forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
9.4 Motion, Stretches, Surface Stress, and Pressure . . . . . . . . . . . . . 90
9.5 Equilibrium Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



Contents VII

9.6 Testing Stability of the Spherical Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
9.7 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

10 Stress-Induced Crystallization of Rubber . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
10.1 Phenomenon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
10.2 The “Mechanism” of Crystallization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
10.3 Free Energy of Crystallizing Rubber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
10.4 Hysteresis and Residual Stretch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

11 History of Rubber and Its Use . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
Chapter 1 (Young-Laplace Equation) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
Chapter 2 (Kinetic Theory of Rubber) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
Chapter 3 (Non-linear Elasticity) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
Chapter 4 (Plane Square Membrane) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
Chapter 5 Through 8 (One, Two, and Many Balloons) . . . . . . . . . . . 116
Chapter 9 (Stability of the Spherical Shape) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
Chapter 10 (Crystallization and Limited Extensibility) . . . . . . . . . . . 119
Chapter 11 (History) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121


